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Las sumas de progresiones geométricas, con un nimero finito de sumandos, ya
aparecen en la matematica griega; hemos visto que Arquimides las usa en su
cuadratura de un segmento de parabola.
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1 2 3 n

Syt 4= 1

2 + 4 + 8 + 2n + @)
cuya suma representa la velocidad media de un mévil que en un intervalo de
tiempo unidad y con velocidad inicial unidad va aumentando su velocidad de
unidad en unidad cada vez que transcurre la mitad del tiempo restante.



Nicolas de Oresme en su Tractatus de configurationibus qualitatum et motuum,
publicado en 1350, prueba que si se van haciendo sucesivamente las sumas
{1+1/2+---4+1/n}, entonces, afirma, “la totalidad llegara a ser infinito”.



Nicolas de Oresme en su Tractatus de configurationibus qualitatum et motuum,
publicado en 1350, prueba que si se van haciendo sucesivamente las sumas
{1+1/2+---4+1/n}, entonces, afirma, “la totalidad llegara a ser infinito”.Su
razonamiento es el mismo que ahora se hace para probar la divergencia de la
serie armonica, a saber, Oresme razona agrupando términos de forma
conveniente:
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Asi mismo, en la citada obra, Oresme probd que si k es un entero mayor que 1y
a es una cierta cantidad:

ajafy Byyal 1\ a1V a1V
kTR TR R) Tk kP k =



Asi mismo, en la citada obra, Oresme probd que si k es un entero mayor que 1y
a es una cierta cantidad:

a_ a (1_1)+§ (1_1>2+§ (1_1>3+...+§ (1_1)"+...:a
k k k k k k k k k
Oresme razona esta igualdad verbalmente como sigue:
Si una parte proporcional (la k-ésima parte) se quita de alguna canti-
dad a, y si del resto que queda vuelve a quitarse la misma parte pro-
porcional y asi sucesivamente, finalmente tal cantidad sera consumida

enteramente de forma exacta — no mas, no menos — por esta forma de
sustraccion.
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Observa que haciendo k = a = 4/3 se obtiene la serie geométrica de razéon 1/4
usada por Arquimides.



También proporciona Oresme la siguiente estrategia geométrica para calcular la

suma de la serie (23).
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1 se deduce que

= on-1

i aredA,) =
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Puesto que aredAn) = Jv y aredBp) = znl,l se deduce que

i+g+i+ L_A'_
4 2n

> 8 aredA,) =

=] =]
Mg IMs

aredB,) = > on-1 =2
n=1

Oresmes no pretendia usar las series para realizar célculos sino para estudiar las
paradojas relacionadas con el hecho de que un nimero infinito de cantidades
finitas pudiera tener una suma finita, cuestiones que estan relacionadas con la
estructura del continuo y su infinita divisibilidad y con las aporias de Zenén de
Elea.



Las progresiones geométricas establecen un puente entre lo discreto y lo
continuo. Para Gregory de St. Vincent (1584 - 1667) una serie es un continuo
dividido; en su Opus Geometricum (1647) escribe: “Llamo serie geométrica a una
cantidad finita dividida en sucesion ininterrumpida segin una razén dada
cualquiera”.



Las progresiones geométricas establecen un puente entre lo discreto y lo
continuo. Para Gregory de St. Vincent (1584 - 1667) una serie es un continuo
dividido; en su Opus Geometricum (1647) escribe: “Llamo serie geométrica a una
cantidad finita dividida en sucesion ininterrumpida segin una razén dada
cualquiera”.Fue el primero en afirmar explicitamente que una serie infinita puede
representar una magnitud. También le debemos el primer andlisis de las
paradojas de Zendn usando series. Descubrié que la cuadratura de la hipérbola
xy =k es la misma en [a,b] que en [c,d] cuando a/b = c/d, resultado
fundamental para la comprension de los logaritmos y que llevo al descubrimiento
del logaritmo natural por Mercator.



Los primeros desarrollos en serie

En 1668, Nicholas Mercator (1620 - 1687) publicé un libro titulado
Logarithmotechnia en el que proporcionaba un método para calcular logaritmos
basado en el desarrollo en serie del logaritmo natural

x2 x3 x4
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el cual obtuvo usando los resultados de Gregory de St. Vincent.
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el cual obtuvo usando los resultados de Gregory de St. Vincent.

A su vez, este resultado de Mercator fue mejorado por James Gregory (1638 -
1675) que obtuvo la expansion:

1+4x 2x3  2x°
I :2 _ —_ e
Ogl—x X + 3 + 5 +

que converge mas rapidamente que la anterior.



A James Gregory se debe también la serie del arcotangente:

X3 X5 X7
arctanx_x7§+?77+... (3)
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Mejores representaciones de 11 se deducen de esta serie haciendo como A.
Sahrp (1651 - 1742) x = 1/+/3, con lo que
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Con cuya serie calcul6 T con 72 cifras decimales en 1705.
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Una mejor aproximacion de 1t que evita el uso de radicales y converge
rapidamente, fue obtenida en 1706 por John Machin (1680 - 1752). La idea es
expresar 11/4 = arctan1 en funcién de dos angulos de tangentes racionales y
cada una de ellas menor que la unidad.



Una mejor aproximacion de 1t que evita el uso de radicales y converge
rapidamente, fue obtenida en 1706 por John Machin (1680 - 1752). La idea es
expresar 11/4 = arctan1 en funcién de dos angulos de tangentes racionales y
cada una de ellas menor que la unidad.La serie de Machin es:

E—4arctan1—arctani—4 }—i—i-i— (L 1 1
4 5 239 '\5 3.53 5.55

Con ella calculé 1T con 100 cifras decimales.

239 3.239° ' 5.23%5



Newton y las series infinitas

Los principales descubrimientos matematicos de Newton en el campo del calculo
infinitesimal datan de los llamados Anni Mirabiles 1665 y 1666. La Universidad de
Cambridge, en la que Newton se habia graduado como bachelor of arts en 1664,
estuvo cerrada por la peste esos dos afios. Newton paso6 ese tiempo en su casa
de Woolsthorpe y, como él mismo reconoci6 cincuenta afios después, ése fue el
periodo mas creativo de su vida.
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de derivadas. En 1666 el método inverso de fluxiones y la relacion entre
cuadraturas y fluxiones. En esos dos afios también inici6 las teorias de los
colores y de la gravitacion universal. Newton tenia 24 afios, habia nacido el dia
de Navidad de 1642.
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A principios de 1665 descubre el teorema del binomio y el calculo con las series
infinitas. A finales de ese mismo afio, el método de fluxiones, es decir, el calculo
de derivadas. En 1666 el método inverso de fluxiones y la relacion entre
cuadraturas y fluxiones. En esos dos afios también inici6 las teorias de los
colores y de la gravitacion universal. Newton tenia 24 afios, habia nacido el dia
de Navidad de 1642.

Newton habia leido la obra de Wallis Arithmetica Infinitorum, y siguiendo las
ideas de interpolacion alli expuestas, descubri6 la serie del binomio que hoy lleva
su nombre. Dicha serie es una generalizacion del desarrollo del binomio, que era
bien conocido para exponentes naturales, y habia sido muy usado por Pascal
para resolver una gran variedad de problemas.



e ——————

Newton, en su intento de calcular la cuadratura del circulo, es decir, de calcular la
integral jol(l —x2)1/2dx , considerd dicha cuadratura como un problema de
interpolacion, relacionandola con las cuadraturas analogas jol(l —x2)"dx
conocidas para exponentes naturales n € N. Newton tuvo la ocurrencia de sustituir
el limite superior de integracion por un valor genérico x. De esta forma obtuvo las
siguientes cuadraturas (Newton no disponia de simbolo para la integral; usamos,
claro estd, la notacién actual).
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Newton observ6 que el primer término de cada expresion es x, que X aumenta en
potencias impares, que los signos algebraicos se van alternando, y que los
segundos términos 3x3, 2x3, 3x3, 4x3 estaban en progresion

aritmética.
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De la misma manera, procediendo por analogia, pudo encontrar algunos
términos mas:

X 1

1 1
—t2)/2 =x — Zx3 _By5_16,7_ 18,9 _ .
Oj(l t9)/2dt =x X X T X 9
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Haciendo ahora en Qn(x), n =1/2, se obtiene

Donde

1
Qu/2(x) =x— %X -



R R R —II——— ...

Lo que llevé a Newton a concluir que

X

[@-)Y2dt = Q1 0(x)

0

Donde X x2"*1 es una suma con infinitos términos.
Qu/2(x) nZ()( > 1"
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partir de aquf, Newton dedujo el desarrollo de (1 —x?)%/? por derivacion.
(1-x?)¥2 = 1-ox? - oxt = O

Newton nunca publicé su teorema binomial, ni dio una demostracion general del
mismo.
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Newton nunca publicé su teorema binomial, ni dio una demostracion general del
mismo.

Newton era consciente de que su forma de razonar por analogia no era rigurosa
por lo que comprobo su resultado de varias formas. Aplico su algoritmo a
diversos resultados conocidos, comprobando que las soluciones obtenidas eran
siempre correctas, redescubri6 la serie de Mercator para el logaritmo y obtuvo las
series del arcoseno y del seno. Por cierto, que es en este contexto de la serie
binomial cuando Newton usa por primera vez exponentes fraccionarios o
negativos para realizar célculos rutinarios.



Newton encontr6 que el método de desarrollos en serie proporcionaba un
algoritmo casi universal para calcular cuadraturas y resolver multitud de
problemas. En su obra De analysi per aequationes numero terminorum infinitas,
escrita en 1669 y publicada en 1711, aunque circulaba en forma manuscrita entre
los colegas y conocidos de Newton, propuso un método para cuadrar una curva
consistente en tres reglas:
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Debe notarse que Newton supuso que cualquier cantidad analiticamente
expresada podia desarrollarse en una serie de la forma ¥ a,x', donde r, es un
ndmero racional, serie que puede ser cuadrada término a término usando la regla
1.
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Veamos un ejemplo de esta forma de proceder. Se trata de calcular
j01/4 Vx —x2dx . Newton procede como sigue

(X_Xz)l/z:Xl/z(l_x)l/zle/z_%XS/z_}XS/z_ 1oz 1 jop

8 16 128
Por tanto
1/4 1/4
2 1 1 1 5
_ 2\1/2 _ |&y3/2_ 52 L 72 L9 2 11/2
Of(x X 3 T T TR 70 o
2 1 1 1 5

— _ _ _ _ . 4
3.23 5.25 28.27 72.29 704.211 “)



Figura. Cuadratura j1/4 VX —x2dx



En la figura anterior se ha representado el semicirculo de centro (1/2,0) y radio
1/2. El sector circular COA tiene amplitud 77/3 por lo que su area es la tercera
parte de la del semicirculo, es decir, 77/24. Como BC = /3/4, el area del
triangulo BOC es 1/3/32. Por otra parte, la integral calculada en (4) es el rea de
la region ACB. Por tanto:

1/4
[ x=x®)2ax + vs_m

0

32 24
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Deducimos que

H_L\@+24 2 1 1 1 5
T4 3.23 5.25 28.27 72.29 704.211

Y de esta forma, Newton expresa la cuadratura del circulo por medio de una serie
infinita que, ademas, converge rapidamente.



Newton utilizé series para resolver ecuaciones diferenciales de primer orden; asi,
para integrar

y =2+4+3x -2y +x%2+x%

Supone que
Yy :A0+A1X +A2X2+~~~
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Newton utilizé series para resolver ecuaciones diferenciales de primer orden; asi,
para integrar

y =2+4+3x -2y +x%2+x%
Supone que

y:A0+A1X+A2X2+“~
Entonces

Y = Aq 4+ 2AX +3Azx% +---

Sustituyendo estos valores en la ecuacion e igualando coeficientes de las
mismas potencias de x, obtiene

AL=2-Ay, 2A,=3-2A;, 3Az3=1+Ayg—2A,,...

Se determinan asi los A, el hecho de que Ay queda indeterminado y que por lo
tanto existen infinitas soluciones fue advertido, pero la importancia de una
constante arbitraria no fue plenamente apreciada hasta aproximadamente 1750.
Leibniz resolvié algunas ecuaciones diferenciales elementales por medio de
series y utiliz6 también el método anterior de coeficientes indeterminados.



En De Analysi Newton aplica su método de aproximaciones sucesivas para el
calculo de soluciones de una ecuacion, el ahora conocido como método de
Newton, para revertir (invertir) series.
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En De Analysi Newton aplica su método de aproximaciones sucesivas para el
calculo de soluciones de una ecuacion, el ahora conocido como método de
Newton, para revertir (invertir) series.Dicho método aplicado a la serie:

—X,ﬁ_l'_ﬁ,ﬁ_i'_
y=X=%57372

le llevé a:

Lyay s

247 T 1207

Yaquey =log(1+Xx), 0 sea, x =¢Y —1, lo que ha obtenido Newton es el
desarrollo por primera vez de la funciéon exponencial:

X =yt oyt iyiy
=y+5y gy

1, 14, 1 1
y —y2 —y3 — 4 = S
& =1+y+3y2+ ey oyt ooyt



R R R —II——— ...

También obtuvo por primera vez la serie del seno de la siguiente forma.
Consideremos la circunferencia x? +y? = 1 como en la figura siguiente.

V1-x2

B T S



El nimero 9 = arcsenx es el doble del area del sector circular OQR. Newton,
después de haber integrado /1 — x2 usando la serie binomial, sabia que el area
del segmento OPQR era

Se deduce que

1 1 1
arcsenx:z‘):2<x76xsfmxsfmx7+m) —XV1-x2=

_ 12 15 1 4 1. 1.4 1 5 _
_2<X 65 Ta0" 112X T A L L T =

X I xSy 2 kT
- 6 40 112



El nimero 9 = arcsenx es el doble del area del sector circular OQR. Newton,

después de haber integrado /1 — x2 usando la serie binomial, sabia que el area
del segmento OPQR era

Se deduce que

1 1 1
arcsenx:z‘):2<x76xsfmxsfmx7+m) —XV1-x2=

= la 15 1 .7 1., 14 156 _
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Invirtiendo esta serie, Newton obtiene la serie para el seno y se da cuenta de la
obvia sucesion de los coeficientes:

senx =Y (-1)"——— x> cosx =Y (-1)" x2n
" HZO( ) (2n+ 1)1 ’ nZO( ) (2n)!



La confianza de Newton en los procesos infinitos queda reflejada en las
siguientes palabras de la citada obra De analysi:

Todo lo que el andlisis comun [es decir, el algebra] realiza por medio
de ecuaciones con un nimero finito de términos, este nuevo método
puede siempre conseguir lo mismo por medio de ecuaciones infinitas,
de tal forma que no he tenido ninguna duda en darle asimismo el nom-
bre de analisis. Porque el razonamiento en éste no es menos cierto que
en el otro; ni las ecuaciones menos exactas; aunque nosotros los mor-
tales, cuyo poder de razonamiento esta confinado dentro de estrechos
limites, no podemos expresar ni tampoco concebir todos los términos
de esas ecuaciones como para conocer exactamente a partir de ellas
las cantidades que deseamos. .. Para terminar, podemos considerar to-
do esto como perteneciente al Arte Analitica, con cuya ayuda pueden
ser determinadas de una manera exacta y geométricamente las areas,

longitudes, etc., de curvas.
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bre de analisis. Porque el razonamiento en éste no es menos cierto que
en el otro; ni las ecuaciones menos exactas; aunque nosotros los mor-
tales, cuyo poder de razonamiento esta confinado dentro de estrechos
limites, no podemos expresar ni tampoco concebir todos los términos
de esas ecuaciones como para conocer exactamente a partir de ellas
las cantidades que deseamos. .. Para terminar, podemos considerar to-
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longitudes, etc., de curvas.

Es decir, Newton no s6lo descubrid el teorema binomial sino que las series
infinitas proporcionaban un método de analisis con la misma consistencia interna
que el algebra de ecuaciones finitas. De manera que, para Newton, las series
infinitas no eran mas que una parte del algebra, un algebra superior que trata de
un ndmero infinito de términos en lugar de un ndmero finito.



Euler y el calculo con series

Como la mayoria de los matematicos del siglo XVIII, Euler hizo notables aportaciones
al célculo con series infinitas. Para hacernos una idea de cdmo trabajaba Euler vamos
a reproducir su desarrollo en serie de la funcién exponencial tal como aparece en el
Volumen | de su famosa obra Introductio in Analysin Infinitorum.



Euler y el calculo con series

Como la mayoria de los matematicos del siglo XVIII, Euler hizo notables aportaciones
al célculo con series infinitas. Para hacernos una idea de cdmo trabajaba Euler vamos
a reproducir su desarrollo en serie de la funcién exponencial tal como aparece en el
Volumen | de su famosa obra Introductio in Analysin Infinitorum.

Dado a > 1, Euler escribe a® = 1+ kw, donde w debe considerarse un nimero
infinitamente pequefio (“tan pequefio que justamente no es igual a cero”) y k es una
constante que sélo depende de a. Para cualquier nimero real x pongamos j = X /w;
entonces _ _ _
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y desarrollando por el binomio de Newton

ot (5 g8

Como w es infinitamente pequenio, j es infinitamente grande, lo que permite a Euler
suponer que ) ) )
R ek e S
J J J
Para concluir que
kx  (kx)? = (kx)3
1! 2! 3!

a*=1

+



Y haciendo x =1

kK
a=1+5+ 5+

k3

30



Y haciendo x =1

_1 k k%2 k8
a=1+ F + j + a + -
Puesto que para k = 1 se tiene que loga = w =1 (pues w es infinitamente

pequerio), se sigue que loga = 1. Este nimero Euler lo representa con el simbolo e.
Por tanto
1 1 1 1
e= + + 20 + 5 3l +-



Y haciendo x =1

_1 k k%2 k8
a=1+ F + j + a + -
Puesto que para k = 1 se tiene que loga = w =1 (pues w es infinitamente

pequerio), se sigue que loga = 1. Este nimero Euler lo representa con el simbolo e.

Por tanto
1 1 1
e=l+gi+otg+
Usando esta serie, Euler calcula e=2.71828182845904523536028... con 23 cifras
decimales. Naturalmente, la hipétesis de que w es “infinitamente pequefio” puede
evitarse sin mas que usar limites.



Y haciendo x =1

a=1+—~ k + 5 < + i +
1 2t 3l
] log(1+ w) o
Puesto que para k = 1 se tiene que loga = — 0 = 1 (pues w es infinitamente
pequerio), se sigue que loga = 1. Este nimero Euler lo representa con el simbolo e.
Por tanto
1 1 1 1
e= + + 20 + 5 3l +-

Usando esta serie, Euler calcula e=2.71828182845904523536028... con 23 cifras
decimales. Naturalmente, la hipétesis de que w es “infinitamente pequefio” puede
evitarse sin mas que usar limites.

Se debe también a Euler la divulgacion a través de sus escritos del simbolo 7 para
representar el cociente entre la longitud de una circunferencia y la de su didmetro; asi
mismo, en sus Ultimas obras introdujo el simbolo i para representar a la unidad
imaginaria v/—1. También le debemos las abreviaturas que seguimos usando para
representar las funciones elementales, asi como el empleo del simbolo z para indicar
una suma, y, como indicamos en su momento, la notacién f(x) para indicar el valor de
una funcién f en un nimero x. Ya en 1740, Euler, en una carta a Jean Bernoulli, usa
exponentes imaginarios y escribe la igualdad V11 V=T — 2cosx. Las conocidas
identidades de Euler aparecieron en su obra Introductio.



e ——————

Veamos otro ejemplo del proceder de Euler; concretamente su calculo de la suma de
la serie de los inversos de los cuadrados de los numeros naturales. Oldenburg, en una
carta a Leibniz en 1673, preguntaba por la suma de esta serie, pero Leibniz no
respondié. Tampoco pudo calcularla Jacques Bernoulli. Euler parte de la serie

conocida

0 bien, para x # 0:

x3 x5 X7

senX:X—a—i-a—ﬁ—i-m
senx _ x2 +x4 x8 N
X 3! 51 7!
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Interpretando la expresion de la derecha como un polinomio en x, sus raices son los
nGmeros nit para n entero, poniendo x2 =y, Euler considera la siguiente “ecuacion”:
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Interpretando la expresion de la derecha como un polinomio en x, sus raices son los
nGmeros nit para n entero, poniendo x2 =y, Euler considera la siguiente “ecuacion”:

de las raices de una ecuacion algebraica cuyo término independiente vale 1 es igual al
opuesto del coeficiente del término de grado uno. Euler, tratando una serie como si
fuera un polinomio, concluye que

Cuyas soluciones son n?m® conn=1,2,3,.... Era sabido que la suma de los inversos

1 1 1 1

1
2t et T ee w2

n2

Mg
o|3,

+ —l:>
G

n=1
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4 6 .
De hecho, Euler fue un poco mas alld y “factorizé” 1 — %+ + X1 — X + ... como si

fuera un polinomio por medio de un producto infinito:

X2 4 x 6
=gite 7t =

(R (3 (420 (30 (3) (-3
(o) (- ) o)

X
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4 6 .
De hecho, Euler fue un poco mas alld y “factorizé” 1 — %+ + X1 — X + ... como si

fuera un polinomio por medio de un producto infinito:

xZ2 x* x8
=gite 7t =

(R (3 (420 (30 (3) (-3
(o) (- ) o)

Igualando coeficientes en x2 vuelve a obtener que S iz %. Por otra parte,
puesto que

2 4 6 2 2 2
senx:17x7+x77x7+m: 1 X 1 X 1 X
X 31 51 7l 122 222 322

Haciendo en esta igualdad x = 17/2 se obtiene
2 1_1 1_i 1_i _ 3153  1-3.3-5:5:7.7.9--
T 4 16 36 T 41636  2-2-4.-4-6-6-8-8---

que es la conocida formula de Wallis.




Euler establecié una conexién entre la serie armoénica y los nimeros primos que
puede ser considerada el inicio de la teoria analitica de nimeros. Probo la
sorprendente “igualdad”

1
3

_2-3-5.7-11-13---

1+ = +5+ L + ! + (5)
2 4 5 T 1.2.4.6-10-12- -

donde, explica Euler, “el numerador en la derecha es el producto de todos los

numeros primos y el denominador el producto de todos los nimeros una unidad

menores que los primos”.



Euler establecié una conexién entre la serie armoénica y los nimeros primos que
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sorprendente “igualdad”
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1+ = +5+ L + = +

2 4 5
donde, explica Euler, “el numerador en la derecha es el producto de todos los
numeros primos y el denominador el producto de todos los nimeros una unidad

menores que los primos”.

Euler empieza su “prueba” escribiendo S=1+1+ 1+ 2 +1 +..., él sabe que S
es una cantidad infinita, no es en absoluto un nimero, pero eso no va a detenerle
y en sus calculos trata S como si fuera un namero con las reglas usuales. Asi,
escribe:

ES:S_ES:<1+}+E+1+1+...>_<E+1+1+E+i+,,,>
2 2 2 3 4 5 2 4 6 8 10
:1+l+l+1+1+...
3 5 7 9



Y observa que en la serie obtenida no hay denominadores pares. Multiplicando
esta serie por § obtiene:

11y 1,1, 1 1 1
3\2 ~3'9'15 21 27

Y sustrayendo esta serie de la anterior (29):



Y observa que en la serie obtenida no hay denominadores pares. Multiplicando
esta serie por § obtiene:

11y 1.1 1 1 1
3\27) 3 915 21 27
Y sustrayendo esta serie de la anterior (29):
lg 11\ 12 (1.1 1 1.\ /1.1 1 1 1.
27 3\27) 237 \" 3 5 79 3 9 15 2127
S N N A
- 5 7 11 13

Y en esta Ultima serie los denominadores no contienen a 2 ni a 3 como factores.



S ——————

La siguiente etapa de este proceso seria

1.2 11.2 1.2-4
23° 523> 235 55—

(1+ + 1L +13+ ) (+—+3—5+ +65+ )

—1+ + +13+ +-

Y en la serie obtenida los denominadores no contienen a 2, ni a 3, nia 5 como
factores.
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1.2 11.2 1.2-4
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(1+ + 1L +13+ ) (+—+3—5+ +65+ )

= 1+ + + 13 + +
Y en la serie obtenida los denominadores no contienen a 2, ni a 3, nia 5 como
factores.Para Euler el proceso ya esté claro: en cada etapa removemos todos los
denominadores que son divisibles por un primo y generamos una serie reducida
que empieza en 1+ 2 en la que en el siguiente paso eliminaremos los
denominadores divisibles por el primo p. Alguien como Euler, que no se asusta
con los procesos infinitos, concluye que después de una infinitud de divisiones y
sustracciones obtendriamos:

1.2.4.6-10-12.--

23571113 > 1
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factores.Para Euler el proceso ya esté claro: en cada etapa removemos todos los
denominadores que son divisibles por un primo y generamos una serie reducida
que empieza en 1+ 2 en la que en el siguiente paso eliminaremos los
denominadores divisibles por el primo p. Alguien como Euler, que no se asusta
con los procesos infinitos, concluye que después de una infinitud de divisiones y
sustracciones obtendriamos:
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Y multiplicando en cruz resulta finalmente

ppl 111 o 23571113
2 3 45 T T 1.2.4.6-10-12---

¢No es asombroso?



Para sacar algo de provecho a este ingenioso razonamiento de Euler, observemos que
1

n

para todo natural p > 2:
p_ 1 <
p-1 1- ngo

el



Para sacar algo de provecho a este ingenioso razonamiento de Euler, observemos que
para todo natural p > 2:

Por lo que, si representamos por P el conjunto de todos los primos, podemos escribir
la igualdad (5) en la forma:

=M — ®)



Para sacar algo de provecho a este ingenioso razonamiento de Euler, observemos que
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Por lo que, si representamos por P el conjunto de todos los primos, podemos escribir
la igualdad (5) en la forma:
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1 1
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Si p,q,r son ndmeros primos, los inversos de los nimeros de la forma p"q™r' donde
n,m,l e NU{0}, tienen una suma finita pues dicha suma es:
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Deducimos de la igualdad 6 que hay infinitos nimeros primos.




Para sacar algo de provecho a este ingenioso razonamiento de Euler, observemos que
para todo natural p > 2:
p 1 i 1
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p-1 1- 5 n=o p"

Por lo que, si representamos por P el conjunto de todos los primos, podemos escribir
la igualdad (5) en la forma:
1 1
ﬁ = 1-1 (6)
peP L p

nMs

Si p,q,r son ndmeros primos, los inversos de los nimeros de la forma p"q™r' donde
n,m,l e NU{0}, tienen una suma finita pues dicha suma es:

i o1 > 1 o1 1 1 1
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Deducimos de la igualdad 6 que hay infinitos nimeros primos.Aunque los
razonamientos de Euler pueden calificarse de matemagicas, esta Ultima afirmacién
puede probarse de manera impecable a partir de las ideas desarrolladas usando la
divergencia de la serie armonica. Es una manera bastante llamativa de probar un
resultado conocido desde la antigiiedad. Te lo dejo para que lo hagas tu.




Aunque la igualdad 6 carece de sentido, Euler, después de probarla, afirma que
también se cumple para potencias cualesquiera, aungue él esta pensando en
potencias enteras, es decir que para s €N se verifica la igualdad:
21 1
Z ==

1
peiPl*p*s

De hecho, esta igualdad es valida y hay convergencia para todo nimero complejo
seC con Re(s) > 1. Dicha igualdad es conocida como producto de Euler. La
serie de la izquierda permite definir, por extension analitica a C\ {1}, la famosa
funcion zeta de Riemann.



El problema de |la convergencia y la divergencia

En los trabajos sobre series del siglo XVIII dominé el punto de vista formal, su
justificacion estaba en la utilidad de los resultados obtenidos sin que preocuparan
mucho las cuestiones de convergencia o divergencia. Newton, Leibniz, Euler e
incluso Lagrange consideraban las series de potencias como una extension del
algebra de polinomios y no advertian que al extender las sumas a un nimero
infinito de términos estaban dando lugar a nuevos problemas.
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mucho las cuestiones de convergencia o divergencia. Newton, Leibniz, Euler e
incluso Lagrange consideraban las series de potencias como una extension del
algebra de polinomios y no advertian que al extender las sumas a un nimero
infinito de términos estaban dando lugar a nuevos problemas.Era justamente la
carencia de un concepto preciso de limite lo que llevaba a los mateméticos de la
época a contemplar el calculo infinitesimal de un modo ingenuo, como una
extension del algebra. Acabamos de ver algunos ejemplos de cémo trabajaba
Euler con series sin preocuparse de su posible convergencia, no obstante
obtenia resultados que posteriormente o bien han podido probarse de manera
rigurosa o, cuando ello no era posible, han proporcionado las ideas clave para
probar resultados de gran utilidad, especialmente en teoria analitica de
ndmeros.
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Luego S =1/2.



SeaS=1-14+1-1+1-1+---.EntoncesS—-1=—-(1-1+1-1+4---)=-S.
Luego S =1/2.
A este resultado también se llega haciendo t =1 en la igualdad

1
=1ttt —t3 4ttt
T + + +



SeaS=1-14+1-1+1-1+---.EntoncesS—-1=—-(1-1+1-1+4---)=-S.
Luego S =1/2.

A este resultado también se llega haciendo t =1 en la igualdad
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¢ Te parece un disparate? Veamos. Si § ¢, es una serie numérica convergente,

entonces la serie ¥ cyt" converge uniformemente en [0,1] y I|m Z cht" = Z Ch.

Este resultado se conoce como teorema limite de Abel. Se dlce que una serle
zan es sumable en el sentido de Abel, o0 A-sumable, si existe el limite

I|m Z ant”, cuyo valor se llama la A-suma o suma de Abel de la serie.
=1
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Claramente tI|’rqf(t) = 1/4. Es decir, la serie
—
S(-1)"h=1-24+3-4+5-6+-- es A-sumable y su A-suma es 1/4.
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En 1768 D'Alembert dio un criterio para la convergencia absoluta de una serie y an, a
saber: que exista un nimero 0 < p < 1 tal que para todo n mayor o igual que un cierto
ng se verifique que |ant1|/lan| < p.
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Cauchy en su Course d'analyse (1821) al principio del Capitulo VI da las

siguientes definiciones:
Se llama serie a una sucesion indefinida de cantidades ug,uq,uUs,us, ...
que derivan unas de otras segun una ley determinada. Estas cantidades
son ellas mismas los diferentes términos de la serie considerada. Sea
Sh =Ug+U;+Up+---+uy_1 la suma de los primeros n términos, n
designando un nimero entero cualquiera. Si, para valores de n siempre
crecientes, la suma Sy se aproxima indefinidamente a un cierto limite
S, se dira que la serie es convergente y el limite en cuestion se llamara
suma de la serie. Al contrario, si mientras que n crece indefinidamente,
la suma Sy no se aproxima a ningun limite fijo, se dir4 que la serie es
divergente y no tendra suma.
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son ellas mismas los diferentes términos de la serie considerada. Sea
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crecientes, la suma Sy se aproxima indefinidamente a un cierto limite
S, se dira que la serie es convergente y el limite en cuestion se llamara
suma de la serie. Al contrario, si mientras que n crece indefinidamente,
la suma Sy no se aproxima a ningun limite fijo, se dir4 que la serie es
divergente y no tendra suma.

Un poco més adelante, después de estudiar la serie geométrica dice:
Para que la serie ug+U; +Us + Uz +... Sea convergente es necesario
y suficiente que para valores infinitamente grandes del nimero n las
sumas Sp,Sp11,Sn2,... difieran del limite S, y en consecuencia entre
ellas, por cantidades infinitamente pequefas.

La necesidad de esta condicion es clara pero Cauchy no podia probar su
suficiencia porque todavia no se habia establecido la propiedad de complitud de
los nimeros reales. Una demostracion rigurosa de lo que ahora conocemos
como “condicién de Cauchy” requiere la construccién previa del cuerpo de los
ndmeros reales.



Cauchy establece en este libro una serie de criterios de convergencia para series
de términos positivos, entre ellos, el que ahora se conoce como “criterio de
Cauchy” el cual pasé inadvertido y fue redescubierto por Hadamard en 1892 y es
un resultado fundamental para calcular el radio de convergencia de una serie de
potencias compleja. El estudio de los criterios de convergencia para series refleja
el cambio radical en la forma de entender el Andlisis con respecto a la tradicion
del siglo XVIII. Cauchy establece la convergencia de una serie bajo convenientes
hipétesis sobre su término general sin necesidad de conocer el valor de la suma
de la serie.
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el cambio radical en la forma de entender el Andlisis con respecto a la tradicion
del siglo XVIII. Cauchy establece la convergencia de una serie bajo convenientes
hipétesis sobre su término general sin necesidad de conocer el valor de la suma
de la serie.

También “demuestra” Cauchy un teorema que afirma que la suma de una serie
de funciones continuas es una funcién continua.Un sencillo ejemplo prueba que
Cauchy se equivoca. La serie ¥ un(x) donde

1 1

Un(x) = (n—1x+1 nx+1 (x>-1)

tiene como suma la funcién

. 1
cuyas sumas parciales son Sy(x) =1 —
y. p n(x) ]

S(x)=1parax >-1,x #0,y S(0) =0, que es discontinua en 0.



Poco tiempo después, en 1826, Abel, en un articulo sobre la convergencia de la
serie binomial, observé que este resultado de Cauchy “debia tener excepciones”,
que era una forma educada de decir que el teorema era falso y necesitaba
hipétesis adicionales. No obstante, Abel también cometi6 errores parecidos en
sus demostraciones. La razon de esto es el uso de los infinitesimales en las
demostraciones que impedia ver las relaciones de dependencia entre las
distintas variables. Naturalmente, es el concepto de convergencia uniforme el que
se necesita para que el teorema de Cauchy sea correcto. Dicho concepto fue
introducido por Weierstrass en sus clases de la Universidad de Berlin a principio
de los afios 1860.



El problema de la cuerda vibrante y las series

trigonomeétricas

Supongamos que tenemos una cuerda elastica situada en el eje de abscisas y
fijada por sus extremos que suponemos situados en (0,0) y (¢,0), de manera que
quede tensa. Ahora la sometemos a un desplazamiento formando una curva

y =f(x) y, seguidamente, la soltamos. Suponiendo que las vibraciones de la
cuerda se producen en el plano XY . ¢ Qué funcién y(t,x) describe el movimiento
de dicha cuerda en funcién de la abscisa x € [0, /] y el tiempo t > 0? Se pretende
obtener la funcién de dos variables y(t,x) que nos da el desplazamiento vertical
del punto de la cuerda de abscisa x en el tiempo t a partir de la posicion inicial de
la cuerda dada por y = f(x).



D’Alembert, en 1747, se intereso por el problema y, bajo diversas hipotesis fisicas
(fundamentalmente que las vibraciones sean “pequefias”), demostré que la
funcién y debe satisfacer las siguientes condiciones:

0%y 2 0%

W(t,x):a W(t,x) @)
Donde a > 0 es una constante que refleja algunas caracteristicas fisicas de la
cuerda, es una ecuacion diferencial en derivadas parciales de segundo orden,
llamada ecuacion de ondas. Ya que la varilla est4 fijada por sus extremos x =0y
x = ¢, la solucién debe satisfacer las condiciones de contorno:

y(t.0)=0, y(t.6)=0 (t>0). ®)

En el momento inicial t = 0, la varilla se desplaza hasta adoptar la forma de una
curva dada por y =f(x) y después se suelta, lo que significa que la velocidad
inial es cero. Estas condiciones iniciales, se traducen por:

y(0,x) = f(x), %(o,x):o o<x <t ©)



y =f(x)

Y

g T

Figura. Varilla



Haciendo en la ecuacion (7) el cambio de variables dado por
& = at+x
n = at—x
derivadas parciales respecto a las correspondientes variables, se tiene que

poniendo y(t,x) =y*(&,n), e indicando con subindices las

Yxx = ygg - 2y§n +Yan

yo = a%(yget+2yg, +Yig)



Por lo que, en las nuevas variables es yy — a2yyx = 4a2y§n. Es inmediato que

Vi =0 tiene como solucién general y*(&,n) = %cp(f) + %w(n), donde hemos
puesto el factor % para ajustar los célculos que siguen. Deducimos que

y(tX) = 3 @(at+x)+ > d(at—x) (10

Hasta ahora, lo que D’Alembert ha probado es que toda solucion de la EDP (7) es
de la forma (10) donde @y  son funciones cualesquiera de clase C2. Es facil
probar también la afirmacion reciproca por sustitucion directa de (10) en (7).



Queda imponer que (10) verifique las condiciones (8) y (9).

y(t.0)=0 } :{ o(at) + y(at) =0 = p=—y
y(t,£)=0 oat+0)+yat—¢) =0 = g@(at+¢) = p(at — )

Deducimos que @ es periddica con periodo 2¢.



La condicion %(O,X) = 0 implica, teniendo en cuenta (10) y que ¢ = —, que

Px) =@ (—x) = o(x) = —o(—x) (11)

y obtenemos que ¢ es una funcién impar.
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La condicion %(O,X) = 0 implica, teniendo en cuenta (10) y que ¢ = —, que

Px) =@ (—x) = o(x) = —o(—x) (11)

y obtenemos que ¢ es una funcién impar.Finalmente, la condicién y (0,x) = f(x)
implica por (10) y por ser ¢(—x) = —@(—x) = @(x), que @(x) = f(x) para
0 < x < /.Enresumen:

y(t.x) = 3(at+x) - 3 ofat —x) (12)

Donde ¢ es una funcion impar, periddica con periodo 2¢ que coincide con f en
[0,4]. Claramente, en las condiciones dadas, hay una Unica solucién ¢ para cada
posicién inicial y = f(x). D’Alembert consideraba las funciones como expresiones
analiticas y, por tanto, si dos funciones coinciden en un intervalo deben ser
idénticas. Por tanto, la funcion f debe ser la misma @y, en particular, f debe ser
de clase C2.



En 1749, Euler presenta el primero de los 15 trabajos que dedico a este
problema, iniciando asi un debate que dur6 cerca de 50 afios y en el que
intervinieron la mayoria de los grandes matematicos de la época. La solucion de
Euler no difiere técnicamente de la de D'’Alembert, aunque si el método de
deduccién. Partiendo de la posicion inicial u(0,x) = f(x) de la cuerda, obtiene
geométricamente la solucién en la forma

1+ 1+
u(t,x) = Ef(at+x)+§f(x —at)

Donde f es la extension impar, periddica con periodo 2¢ de f. Para Euler, esta
ecuacion funcional describe totalmente el fenémeno fisico y, puesto que podemos
elegir arbitrariamente la forma inicial de la cuerda (y Euler pone concretamente el
ejemplo de una poligonal), f puede ser totalmente arbitraria, es decir, “regular y
contenida en una cierta ecuacion, o irregular y mecanica”.



El problema subyacente en esta polémica estriba, en primer lugar, en la nocion
misma de funcién, que Euler y D’Alembert utilizaban con el mismo nombre, pero
con significados distintos. En general, la idea de funciéon no habia sido definida
con claridad. Para los mateméticos del XVIII la nociébn mas aceptada es la
adoptada por el propio Euler en el Capitulo | de su famoso Introductio in Analysin
Infinitorum, publicado en 1748:

Una funcion de una cantidad variable es cualquier expresién anali-
tica formada con la cantidad variable y con niumeros o cantidades
constantes.

Parece ser que el problema de la cuerda vibrante le llevé a ampliar este concepto
de funcion. Euler distinguia dos tipos de funciones: aquellas que pueden
expresarse mediante una sola férmula analitica del tipoy =f(x), a las que
llamaba continuas (esta idea de continuidad no tiene nada que ver con la actual),
y aquellas que se obtienen enganchando trozos de estas funciones; por ejemplo,
un semicirculo seguido por un trozo de una parabola. Este tipo de funciones, a
las que llamaban discontinuas o geométricas o mecanicas, no eran admitidas por
D’'Alembert.



Realmente, las funciones admitidas por Euler como posicién inicial de la cuerda
serian lo que en lenguaje moderno llamariamos “funciones continuas, de clase
C! atrozos”. De hecho, las confrontaciones mas intensas entre Euler y D’
Alembert se referian a la posibilidad de considerar como funciones validas a las
que tuvieran “picos” (como las poligonales), es decir, con derivada discontinua en
algunos puntos. Euler admitia las objeciones de D’Alembert desde el punto de
vista del rigor, pero defendia la necesidad de encontrar nuevos instrumentos
matematicos para extender las leyes del calculo conocido a situaciones mas
generales, justificada en todo caso por la evidencia fisica del problema.



Un nuevo episodio en este debate lo protagonizé el amigo de Euler Daniel
Bernoulli. Este era esencialmente lo que hoy llamariamos un fisico matematico.
Por ello, los argumentos fisicos prevalecian para él sobre los razonamientos
matematicos. En consecuencia, retomando los argumentos de su padre Johann,
propuso en 1753 que la posicién general de la cuerda debiera obtenerse por
superposicion (o sea,combinacion lineal, eventualmente infinita) de vibraciones
elementales sinusoidales. M&s precisamente, hizo el siguiente analisis.



Supondremos, por comodidad, que ¢ =y a = 1. Si se toma como posicion
inicial la funcién u,(0,x) = sen(nx), la solucién correspondiente sera:

%(sen(n(x 1))+ sen(n(x —t))) = cos(nt) sen(nx)

Ahora viene la afirmacion atrevida de Bernoulli: cualquier funcién f(x) puede
expresarse en la forma:

f(x)= ibn sen(nx) (13)

En cuyo caso, como la ecuacion de ondas es lineal, la solucién general debe ser
de la forma:

y(t,x) = % bp cos(nt) sen(nx) (14)
n=1



En el caso general de que la longitud de la varilla es ¢ y el valor del parametro es
a seria:

y(t,x) = glbncos(%-ro sen (%X) (15)

Obviamente, en la época de D. Bernoulli el concepto de serie de funciones, no
estaba aun bien definido, por lo que en este punto la serie (15) ha de ser
interpretada de manera formal. Sin embargo, lo que interesa es que D. Bernoulli
entendié que la superposicion de las soluciones correspondientes a los
armdnicos un(0,x) = sen(nx) permite construir clases mas generales de
soluciones de (7).



En el caso general de que la longitud de la varilla es ¢ y el valor del parametro es
a seria:

y(t,x) = glbncos(%-ro sen (%X) (15)

Obviamente, en la época de D. Bernoulli el concepto de serie de funciones, no
estaba aun bien definido, por lo que en este punto la serie (15) ha de ser
interpretada de manera formal. Sin embargo, lo que interesa es que D. Bernoulli
entendié que la superposicion de las soluciones correspondientes a los
armdnicos un(0,x) = sen(nx) permite construir clases mas generales de
soluciones de (7).

La razén que daba Bernoulli para afirmar la posibilidad del desarrollo (13) es que
habia suficientes coeficientes by, para conseguirlo, pero no decia nada de como
podian calcularse dichos coeficientes.



La solucién de Bernoulli fue rechazada por Euler por no ser lo suficientemente
general. Euler afirmaba que una funcion que se obtuviera por composicion de
sinusoides como en (13), debia ser impar y periddica y tener otras regularidades.
En particular, debia ser representable por una sola formula analitica, es decir,
que en su terminologia, seria una funcién “continua” lo que excluia, por ejemplo,
a una linea poligonal. Dicho de otra forma, para Euler la parte de la derecha de la
igualdad (13) es lo que él llama una funcién sometida a ley de continuidad, es
decir, representada por una sola expresion analitica; mientras que la parte de la
izquierda puede ser una funcién geométrica obtenida pegando trozos de varias
funciones o, simplemente, “trazada al azar” con la mano.



Las discusiones entre D’Alembert, Euler y D. Bernoulli, en las que a partir de
1759 también intervino de forma importante Lagrange, se prolongaron por una
década sin llegar a ningun acuerdo. Lo que estaba en cuestion era el propio
concepto de funcidn, y la clase de funciones que se podian representar como
superposicion de funciones sinusoidales y la idea de prolongacién analitica,
segun la cual se admitia que dos funciones definidas por “expresiones analiticas”
que coinciden en un intervalo debian ser idénticas.



La ecuacion del calor y las series de Fourier

La méaquina de vapor (James Watt, 1769), protagonista indiscutible de la Primera
Revolucién Industrial, asi como otros problemas de interés cientifico o técnico,
motivaron el interés por desarrollar una teoria matematica de la difusion del calor,
dando asi lugar a los inicios de la termodinamica.
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Academia en 1807 pero habia sido rechazado.
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motivaron el interés por desarrollar una teoria matematica de la difusion del calor,
dando asi lugar a los inicios de la termodindmica.En el afio 1811 la Academia de
Ciencias de Paris propuso el problema de la propagacion del calor como materia
del gran premio que seria asignado en 1812. Este premio fue ganado por el
matematico y fisico francés Jean Baptiste-Joseph Fourier. El trabajo que present6
Fourier se titulaba Théorie du mouvement de la chaleur dans les corps solides
(1811), y era una revisién de otro trabajo inicial, Mémoire sur la propagation de la
chaleur dans les corps solides (1807), el cual también habia sido presentado a la
Academia en 1807 pero habia sido rechazado.El trabajo de 1811, aunque
ganador del premio, no fue publicado por la Academia porque, segun el jurado
formado por Lagrange, Laplace, Lacroix y Monge “la manera en la que el autor
llega a sus ecuaciones no esté exenta de dificultades y su andlisis para
integrarlas deja aln algo que desear, sea respecto a la generalidad, sea incluso
del lado del rigor”.



En 1822 Fourier publico por su cuenta su libro Théorie analytique de la chaleur
que muy pronto fue considerado como una de las grandes obras de la Fisica
Matemética y donde incluy6 parte de su trabajo de 1812. Finalmente, Fourier,
siendo ya Secretario Perpetuo de la Academia, logré publicar su trabajo ganador
de 1812 en dos partes aparecidas en 1824 y 1826. Fourier fue un hombre
comprometido con su tiempo, consideraba el andlisis infinitesimal como la
principal herramienta para comprender los fenémenos naturales, firmemente
convencido de que las ecuaciones diferenciales apoyadas en datos
experimentales previos eran el modelo adecuado para ello, fue el prototipo de lo
que hoy consideramos un “matematico aplicado”.



De los diversos problemas de conduccion del calor estudiados por Fourier, vamos
a considerar el caso mas sencillo de una barra cilindrica alargada de longitud /,
homogénea y delgada, cuyos extremos se mantienen a 0°C y cuya superficie
lateral esta aislada. Se supone que la temperatura en cada seccion vertical de la
barra es constante, y que la distribucion de la temperatura inicial esté dada por
una funcién conocida f(x) que nos da la temperatura en el momento t = 0 de la
seccion de la barra de abscisa x. Fourier demostrd, sobre la base de principios
fisicos, que la funcién u(t,x) que da el valor de la temperatura en la seccién de
abscisa x en el tiempo t debe satisfacer la siguiente ecuacion diferencial, llamada
ecuacion del calor en una dimension:

du d%u
E(t,x)—cﬁ(t,x) 0<t,0<x<?t
(16)
u(t,0)=u(t,¢)=0 o<t
u(0,x) =f(x) 0<x</

Donde c es la difusibidad térmica de la barra.



Para resolver este problema, Fourier utiliza su método favorito de separacion de
variables. En primer lugar, se buscan soluciones que sean funciones con las

variables separadas:

u(t,x) =T(t)X(x) v
Supondremos en lo que sigue que ¢ = 1y ¢ = 1. Sustituyendo en la ecuacion
(16) resulta:
T'(t) _ X"(x)
T(t)  X(x)
Puesto que cada lado de esta Ultima igualdad depende solamente de una
variable, deben ser ambos constantes, esto es:

T'()X(x) =T(1)X"(x) =

T _X') _
T(t)  X(x)

que da lugar a las dos ED ordinarias



X"(x)+AX(x) = 0
T'(t)+AT(t) = O
Las condiciones de contorno implican u(t,0) =T (t)X(0) =0y

u(t, m) =T (t)X () = 0. Deducimos que, salvo trivialidad, debe ser
X(0) = X(m) = 0. Llegamos asi al problema de valores propios:

X"(X)+AX(x)=0,  X(0)=X(m)=0 (18)

La ecuacion X”(x) 4+ AX(x) =0 es una ED ordinaria cuyas soluciones dependen
de las raices del polinomio caracteristico z2+ A = 0 y vienen dadas por:

A>0 = X(x)=-cicos(vVAx)+cosen(vAx)
A=0 — X( ):C1X+C2
A <0 == X(x)=cgcosh(x)+cysenh(x)

xX X



Es facil comprobar que en los casos A =0y A < 0 las condiciones

X(0) = X(m) =0 implican que c; = ¢, = 0. En el caso A > 0, la condicién

X (0) = 0 implica que ¢; =0, y X () = 0 implica que sen(v/A1) = 0 lo que, como
buscamos soluciones no triviales, exige que A = n? para neN.

Obtenidos los posibles valores de A, deducimos facilmente las soluciones
elementales de (16):

un(t,x) =e "sen(nx) n=1,2,3,... (19)

Aplicando el principio de superposicion también sera solucion cualquier
combinacion lineal finita de las funciones anteriores, es decir:

byus(t,x)+baua(t,x) + -+ bpun(t,x)



Sin embargo, Fourier va més alla y afirma, sin preocuparse demasiado sobre los
problemas de convergencia, que también la siguiente funcién es solucion de la
ecuacion del calor:

u(t,x) = ane n? Ysen(nx) (20)

Y para que esto sea asi, necesita que se satisfaga la condicion inicial
u(0,x) =f(x). Por lo tanto, necesita poder desarrollar la funcién f(x) en la forma:

= i b sen(nx) (21)
n=1



Parece que la historia se repite, pues Fourier se encuentra ahora con el problema
de la determinacion de los coeficientes by, algo que no habian sabido resolver
Euler, D’Alembert, D. Bernoulli y Lagrange. Pues Fourier logré calcularlos por un
camino muy indirecto y con razonamientos que fueron muy criticados en su
momento. Para ello desarrollaba la funcién f(x) en serie de Taylor y lo mismo
hacia con las funciones sen(nx) y, después de bastantes célculos obtuvo como
solucion:

m
2
b = Eff(x)s,en(nx)olx 22)
0
En aquél tiempo, la integral se usaba principalmente como antiderivada, al estilo
de Newton. Esta interpretacion suponia implicitamente que una funcién no podia
integrarse si no tenia una primitiva, cosa que en general no es cierta.



Llegado aqui, Fourier hace una observacion muy importante y es que las
integrales representan areas. Esta interpretacion de las integrales en (22), hace
que Fourier afirme que la funcién f puede ser completamente arbitraria pues,
siendo el &rea algo intuitivo para cualquier funcion, las férmulas (22) que dan los
coeficientes tiene sentido cualquiera sea f. De hecho, Fourier afirmé mas, pues
dijo que la serie (21) era convergente en todo punto x al valor f(x).
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integrales representan areas. Esta interpretacion de las integrales en (22), hace
que Fourier afirme que la funcién f puede ser completamente arbitraria pues,
siendo el &rea algo intuitivo para cualquier funcion, las férmulas (22) que dan los
coeficientes tiene sentido cualquiera sea f. De hecho, Fourier afirmé mas, pues
dijo que la serie (21) era convergente en todo punto x al valor f(x).

. . .. b . ..
Por cierto, a Fourier le debemos la notacion ja para la integral definida.pause

Acabamos de asistir al nacimiento de las series de Fourier. Es conveniente dar
una definicion general.



La serie de Fourier de una funcién f (a la que suponemos definida en [, 71]) es

.+ 3 (ancos(n) + bsen(r) @)
donde - I
an = %J’Tf(x)cos(nx)dx, bn = %Jﬂf(x)sen(nx)dx (24)

Los nimeros a,, y by, asi definidos, se llaman coeficientes de Fourier de f.



R R R —II——— ...
Las series de Fourier son un tipo particular de series trigopnométricas. Resulta
llamativo que las férmulas que dan los coeficientes de Fourier pueden obtenerse
partiendo de la igualdad

N\g

z ay cos(kx ) + by sen(kx)) (25)

multiplicandola por sen(nx) y cos(nx) e integrando término a término (lo que no
era problema en la época que consideramos), teniendo en cuenta las relaciones
de ortogonalidad:



R R R —II——— ...
Las series de Fourier son un tipo particular de series trigopnométricas. Resulta
llamativo que las férmulas que dan los coeficientes de Fourier pueden obtenerse
partiendo de la igualdad

N\g

z ay cos(kx ) + by sen(kx)) (25)

multiplicandola por sen(nx) y cos(nx) e integrando término a término (lo que no
era problema en la época que consideramos), teniendo en cuenta las relaciones
de ortogonalidad:

m
fsen(nx)cos(mx)dx =0 (h,m=0,1,2,...)

-1



e ——————

Las series de Fourier son un tipo particular de series trigopnométricas. Resulta
llamativo que las férmulas que dan los coeficientes de Fourier pueden obtenerse
partiendo de la igualdad

N\g

z ay cos(kx ) + by sen(kx)) (25)

multiplicandola por sen(nx) y cos(nx) e integrando término a término (lo que no
era problema en la época que consideramos), teniendo en cuenta las relaciones
de ortogonalidad:

m
fsen(nx)cos(mx)dx =0 (h,m=0,1,2,...)

-1

jnsen(nx)sen(mx)dx = fcos(nx)cos(mx)dx =0 (n#m)



e ——————

Las series de Fourier son un tipo particular de series trigopnométricas. Resulta
llamativo que las férmulas que dan los coeficientes de Fourier pueden obtenerse
partiendo de la igualdad

N\g

z ay cos(kx ) + by sen(kx)) (25)

multiplicandola por sen(nx) y cos(nx) e integrando término a término (lo que no
era problema en la época que consideramos), teniendo en cuenta las relaciones
de ortogonalidad:

m
fsen(nx)cos(mx)dx =0 (h,m=0,1,2,...)

-1

jnsen(nx)sen(mx)dx = fcos(nx)cos(mx)dx =0 (n#m)

m m
jsenz(nx)dx = jcosz(nx)dx =m (n=12,...)
-

-1



R R R —II——— ...
Las series de Fourier son un tipo particular de series trigopnométricas. Resulta
llamativo que las férmulas que dan los coeficientes de Fourier pueden obtenerse
partiendo de la igualdad

N\g

z ay cos(kx ) + by sen(kx)) (25)

multiplicandola por sen(nx) y cos(nx) e integrando término a término (lo que no
era problema en la época que consideramos), teniendo en cuenta las relaciones
de ortogonalidad:

m
fsen(nx)cos(mx)dx =0 (h,m=0,1,2,...)

-1

jnsen(nx)sen(mx)dx = fcos(nx)cos(mx)dx =0 (n#m)

m m
jsenz(nx)dx = jcosz(nx)dx =m (n=12,...)
-

-1

Lo que no es nada claro es que la igualdad (25) sea cierta. Este es uno de los
muchos problemas que plantean las series de Fourier.



Algunas consecuencias del trabajo de Fourier fueron:

e Ampliacion del concepto de funcién. Antes, una funcién debia venir dada por
una Unica expresion analitica cerrada (D’Alembert) o, como mucho, por varias
expresiones analiticas que en conjunto representaban una curva (Euler). El
trabajo de Fourier probaba que una misma curva podia representarse de distintas
formas por medio de series de senos o0 de cosenos o de senos y cosenos, lo que
ayudoé a separar el concepto de funcién de sus representaciones concretas.
Después de Fourier se fue haciendo notorio que una funcién puede ser inventada
de forma bastante arbitraria. Fue Dirichlet en 1837 quien definié el actual
concepto de funcién.



e Cambio de perspectiva en la interpretacion de la integral. Durante el siglo XVIII
se consideraba la integral esencialmente como una antiderivada. La
interpretacion de los coeficientes de Fourier como areas bajo curvas muy
generales llevé a centrar la atencion en la integral como area y a preguntarse
para qué tipo de funciones tenia sentido considerar su integral. Aunque las
técnicas del célculo integral se remontan a la antigiedad, no fue hasta 1823 que
Cauchy dio la primera definicion matematica de integral con la que probaba que
los coeficientes de Fourier tenian sentido para cualquier funcién continua y
acotada con un numero finito de discontinuidades. La integral de Cauchy fue
ampliamente generalizada por Riemannn en su “Habilitationschrift” titulada On
the representability of a function by trigonometric series escrita en 1854, pero no
publicada hasta después de su muerte en 1867.
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interpretacion de los coeficientes de Fourier como areas bajo curvas muy
generales llevé a centrar la atencion en la integral como area y a preguntarse
para qué tipo de funciones tenia sentido considerar su integral. Aunque las
técnicas del célculo integral se remontan a la antigiedad, no fue hasta 1823 que
Cauchy dio la primera definicion matematica de integral con la que probaba que
los coeficientes de Fourier tenian sentido para cualquier funcién continua y
acotada con un numero finito de discontinuidades. La integral de Cauchy fue
ampliamente generalizada por Riemannn en su “Habilitationschrift” titulada On
the representability of a function by trigonometric series escrita en 1854, pero no
publicada hasta después de su muerte en 1867.

El concepto de integral de Riemann se mantuvo hasta la invencion de la integral
de Lebesgue en los primeros afios del siglo XX. La primera aplicacion de esta
nueva integral fue a un problema en series de Fourier.



e Necesidad de precisar los conceptos fundamentales del andlisis: limite,
convergencia y continuidad. Lo que, como ya sabemos, fue en principio hecho
por Bolzano y por Cauchy en los afios 1815-1825. Naturalmente, Fourier, no pudo
demostrar su afirmacién de que cualquier funcién podia expresarse como suma
de una serie de Fourier puesto que tal afirmacion estaba muy lejos de ser cierta,
aunque algunos mateméaticos como el mismisimo Cauchy dieron supuestas
“demostraciones”.



e Necesidad de precisar los conceptos fundamentales del andlisis: limite,
convergencia y continuidad. Lo que, como ya sabemos, fue en principio hecho
por Bolzano y por Cauchy en los afios 1815-1825. Naturalmente, Fourier, no pudo
demostrar su afirmacién de que cualquier funcién podia expresarse como suma
de una serie de Fourier puesto que tal afirmacion estaba muy lejos de ser cierta,
aunque algunos mateméaticos como el mismisimo Cauchy dieron supuestas
“demostraciones”.

Fue Dirichlet el primero que establecié condiciones necesarias que debe
satisfacer una funcion para que esto pueda hacerse. Dirichlet se interesé por las
series de Fourier después de conocer a Fourier en Paris durante los afios
1822-1825. En un articulo bésico, Sur la convergence des series
trigonométriques qui servent a représenter une fonction arbitraire entre des
limites données en 1829, probo el siguiente resultado:



Supongamos que f satisface las siguientes hipétesis:
@ f esté acotada y es continua en [, 71], salvo a lo més en un
conjunto finito de puntos en los que tiene discontinuidades de
salto.
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Supongamos que f satisface las siguientes hipétesis:

@ f esté acotada y es continua en [, 71], salvo a lo més en un
conjunto finito de puntos en los que tiene discontinuidades de
salto.

@ f tiene un nimero finito de maximos y minimos locales en [, 71].

Entonces se verifica que la serie de Fourier de f converge a f(x) en

todo punto x de continuidad de f, y converge a 3(f(x+) —f(x—)) en
todos punto de discontinuidad.

La demostracion dada por Dirichlet era rigurosa y exhibia nociones claras de

continuidad, convergencia e integral (en el sentido de Cauchy) asi como del
concepto de funcién.



Las funciones consideradas por Dirichlet cubrian el campo de las que
habitualmente se consideraban en la Matematica de la época. No obstante,
Dirichlet comenta que
“Falta considerar el caso donde no se cumplen las condiciones im-
puestas”.



Las funciones consideradas por Dirichlet cubrian el campo de las que
habitualmente se consideraban en la Matematica de la época. No obstante,
Dirichlet comenta que
“Falta considerar el caso donde no se cumplen las condiciones im-
puestas”.

Respecto a la hipétesis de continuidad a trozos, solamente era precisa para dar
sentido a las integrales que definen los coeficientes de Fourier. Cauchy habia
demostrado la existencia de la integral de una funcién acotada con un nimero
finito de discontinuidades, definiéndola como el limite de las areas de los
rectangulos inscritos en la grafica de la funcién, cuya base son subintervalos de
particiones cada vez mas finas del intervalo total.



Dirichlet creia que esta hipétesis se podia quitar siempre que se tuviera un

concepto de integral méas general que el de Cauchy. Aunque, afirma:
“Claramente se siente la necesidad de imponer alguna restriccion,
pues, por ejemplo, la funcién que es igual a una constante ¢ cuando
X es racional y a una constante d # ¢ cuando x es irracional no
puede tener una integral definida”.
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concepto de integral méas general que el de Cauchy. Aunque, afirma:
“Claramente se siente la necesidad de imponer alguna restriccion,
pues, por ejemplo, la funcién que es igual a una constante ¢ cuando
X es racional y a una constante d # ¢ cuando x es irracional no
puede tener una integral definida”.

Esta observacion indica claramente que Dirichlet tenia la idea de que la
integrabilidad de una funcién estaba relacionada con el “tamafio” del conjunto de
sus puntos de discontinuidad. El dilucidar la nocién correcta de “tamafio” iba a ser
un punto fundamental de las investigaciones sobre el tema en los 50 afios
siguientes y acabaria llevando a la integral de Lebesgue.



